
 
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РФ 

 
Федеральное государственное бюджетное образовательное 

учреждение высшего образования 
«Московский авиационный институт  

(национальный исследовательский университет)» 
 

Кафедра «Моделирование систем и информационные технологии» 
 
 
 
 
 
 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 
Методические указания к практическим занятиям 

по дисциплине «Математика» 
 

 
   

                                                                    Составители:     Егорова Ю.Б. 
                Мамонов И.М. 

         
 
 
 
 
 
 

МОСКВА 2019 
 
 
 
 
 

 

You created this PDF from an application that is not licensed to print to novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com


 2 

Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка: 
Методические указания к практическим занятиям по дисциплине 
«Математика»/ Ю.Б. Егорова, И.М. Мамонов. М.: МАИ, 2019. – 25 с. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Егорова Ю.Б., 
Мамонов И.М., 

составление, 2019 
 

   МАИ, 2019  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

You created this PDF from an application that is not licensed to print to novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com


 3 

 
1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

 Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение, содержащее неизвестную (искомую) функцию у(х), 

независимую переменную х и первую производную у' или 

дифференциалы первого порядка dx и dy. 

 Если искомая функция является функцией одной независимой 

переменной, то дифференциальное уравнение называется 

обыкновенным. Если независимых переменных несколько, то 

дифференциальное уравнение называется уравнением в частных 

производных. Порядком дифференциального уравнения называется 

порядок наивысшей производной, входящей в уравнение. 

 Обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 

символически можно записать в общем виде следующим образом: 

  0,, yyxF  или .0,, 







dx
dyyxF  

 Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешенное 

относительно первой производной, имеет вид: 

 yxfy , . 

 Процесс нахождения решения дифференциального уравнения 

является интегрирование.  

Решением дифференциального уравнения называется всякая 

функция, которая обращает его в тождество. Дифференциальное 

уравнение первого порядка имеет бесчисленное множество решений, 

которые можно представить в виде функции  .,Сxy   Эта 

совокупность решений называется общим решением. 
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 Функция, получающаяся из общего решения при конкретном 

значении постоянной С, называется частным решением. Частное 

решение находится при помощи задания начальных условий: 

у(х=х0)=у0, где х0, у0– конкретные числа. 

Задача отыскания частного решения  дифференциального 

уравнения, удовлетворяющего начальному условию, называется 

задачей Коши. Практически задачу Коши решают следующим 

образом: находят общее решение, затем в него подставляют начальные 

условия, определяют конкретное значение произвольной постоянной 

С и  подставляют его в общее решение. 

 

2. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА  

 2.1. Дифференциальное уравнение с разделенными 

переменными 

 Дифференциальное уравнение первого порядка с разделенными 

переменными имеет вид: 

,0)()(  dyyNdxхM    (2.1.1) 

где М(х) и N(y) – некоторые функции от х и у соответственно. 

Интегрируя уравнение (2.1.1), получим общее решение: 

,)()( dxxMdyyN    

 .,Сxy   

Пример 1. Найти частное решение уравнения 0 ydyхdx  при 

заданном начальном условии у(х=0)=1. 

Решение. Интегрируя, получаем сначала общее решение: 
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,dxxdyy        (2.1.2) 

222

22 Cxy
   или  .22 Cxy    (2.1.3) 

 Общее решение можно представит в виде: 

.22 Cyx      (2.1.4) 

Общее решение (2.1.4) – это уравнение окружностей с центром в 

начале координат и радиусами .CR   

Найдем частное решение. Для этого подставим сначала 

начальные условия в общее решение (2.1.4) и определим С: 

.1,10 22  СC  

Тогда частное решение имеет вид: 

.122  yx     (2.1.5) 

Частное решение (2.1.5) – это уравнение окружности с центром в 

начале координат и радиусом .1R  

 

2.2. Дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными 

2.2.1. Дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными вида: 

)(
)(

yN
xMу         (2.2.1) 

или )(
)(

xM
yNу  . 

Представим сначала уравнение (2.2.1) в виде: 

.
)(
)(

yN
xM

dx
dy

  

You created this PDF from an application that is not licensed to print to novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com


 6 

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение: 

,)()( dxxMdyyN    

 .,Сxy   

Пример 2. Найти общее решение уравнения .
x
yу   

Решение. Представим исходное уравнение в виде: 

.
x
y

dx
dy

  

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение: 

, 
x

dx
y

dy
 

,lnlnlnln CxCxy   

.Cxy   

2.2.2. Дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными вида: 

.0)()()()( 2211  dyyNxMdxyNxM   (2.2.2) 

Представим сначала уравнение (2.2.2) в виде: 

.)()()()( 1122 dxxNxMdyyNxM   

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение: 

,
)(
)(

)(
)(

2

1

1

2 dx
xM
xMdy

yN
yN

   

 .,Сxy   

Пример 3. Найти частное решение уравнения 0 хdyуdx при 

заданных начальных условиях у(х=1)=1. 

Решение. Преобразуем исходное уравнение к виду: 
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.уdxхdy   

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение: 

, 
x

dx
y

dy
 

,lnlnlnln
x
CCxy   

.
x
Cy   

Найдем частное решение. Для этого подставим сначала 

начальные условия в общее решение и определим С: 

.1,
1

1  CC
 

Тогда частное решение при заданных начальных условиях имеет вид: 

.1
x

y   

 

2.3. Однородное дифференциальное уравнение первого порядка 

2.3.1. Однородное дифференциальное уравнение вида: 

 yxfy ,     (2.3.1) 

Дифференциальное уравнение (2.3.1) называется однородным, 

если функция f(x,y) является однородной функцией нулевого 

измерения. 

Функция f(x,y) называется однородной функцией нулевого 

измерения, если выполняется тождество:  

f(λx,λy)= f(x,y), 

где λ – константа. 
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Для решения однородного дифференциального уравнения 

применяют подстановку: 

,;; uxuyxuy
x
yu      (2.3.2) 

где u – функция от х. Подставив соотношения (2.3.2) в исходное 

уравнение (2.3.1), получим уравнение с разделяющимися 

переменными: 

).(ufuxu       (2.3.3) 

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение. 

Пример 4. Найти общее решение уравнения: 

.
x

хyy 
     (2.3.4) 

Решение. Уравнение (2.3.4) является однородным, так как 

функция x
хyyxf 

),(  является однородной функцией нулевого 

измерения:  

);,(),( yxf
x

xy
x

хyyxf 







  

Представим исходное уравнение (2.3.4) в виде: 

.1
x
yy  

Сделав подстановку (2.3.2), получим уравнение с 

разделяющимися переменными: 

.1 uuxu       

Разделяем переменные и интегрируем: 

,1x
dx
du
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, 
x

dxdu  

.lnlnln
x
CCxu   

Сделав обратную замену, получим общее  решение: 

x
C

x
y ln   или   .ln

x
Cху   

 

2.3.2. Однородное дифференциальное уравнение вида: 

  .0,),(  dyyxQdxyxP     (2.3.5) 

Дифференциальное уравнение (2.3.5) называется однородным, если 

функции P(x,y) и Q(x,y) являются однородными функциями одного n-

го измерения. 

Функция f(x,y) называется однородной функцией n-го 

измерения, если выполняется тождество:  

f(λx,λy)= λnf(x,y),  

где λ – константа. 

Для решения однородного дифференциального уравнения (2.3.5) 

применяют подстановку: 

.;; udxxdudyxuy
x
yu      (2.3.6) 

Подставив соотношения (2.3.6) в исходное уравнение (2.3.5), 

получим уравнение с разделяющимися переменными: 

  .0)(,),(  udxxduuxxQdxuxxP   (2.3.7) 

Разделяя переменные и интегрируя, получим общее решение. 
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Пример 5. Найти общее решение уравнения 

.02)( 222  dyxdxyx     (2.3.8) 

Решение. Уравнение (2.3.8) является однородным, так как 

функции 22),( yxyxP   и 22),( xyxQ   являются однородными 

функциями второго измерения: 

),()()()(),( 222222 yxPyxyxyxP   ; 

).,()2()(2),( 2222 yxQxxyxQ    

Сделаем подстановку (2.3.6), получим уравнение с 

разделяющимися переменными: 

.0)(2)( 2222  udxxduxdxuxx  

 Сократим уравнение на х2 и преобразуем: 

;0)(2)1( 2  udxxdudxu  

;02)21( 2  xdudxuu  

;02)1( 2  xdudxu  

.)1(2 2 dxuxdu   

Разделяем переменные и интегрируем: 

,
2
1

)1( 2  
 x

dx
u

du
 

.lnln
2
1

1
1 Cx

u



  

Подставим y/x вместо u и преобразуем общее решение: 

Cx

x
y ln

1

2



  или Cx

yx
x ln2


 . 
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2.4. Линейное дифференциальное уравнение первого порядка 

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка имеет 

вид: 

),()( xQуxPy     (2.4.1) 

где функция Q(x) называется правой частью линейного уравнения. 

Искомая функция у и ее производная входят в уравнение в виде 

линейной комбинации. 

 Если правая часть Q(x)=0, то уравнение (2.4.1) называется 

линейным однородным или линейным уравнением без правой 

части: 

.0)(  уxPy      (2.4.2) 

 Уравнение (2.4.2) решается путем разделения переменных. 

 Если правая часть Q(x)≠0, то уравнение (2.4.1) называется 

линейным неоднородным или линейным уравнением с правой 

частью. Для решения уравнения этого типа существует несколько 

способов: метод Бернулли, метод Лагранжа (метод вариации 

произвольных постоянных) и др. 

 

2.4.1. Метод Бернулли 

Для решения линейного неоднородного дифференциального 

уравнения применяют подстановку: 

,; uvvuyuvy      (2.4.3) 

где u и v – функции от х. 

Подставим соотношения (2.4.3) в исходное уравнение (2.4.1): 

).()( xQuvxPuvvu   
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 Вынесем u за скобку: 

).(])([ xQvxPvuvu     (2.4.4) 

 Выражение в скобке приравняем к нулю: 

.0)(  vxPv      (2.4.5) 

 Соотношение (2.4.5) является линейным однородным 

дифференциальным уравнением, которое решается путем разделения 

переменных: 

,)( vxP
dx
dv

  

,)( dxxP
v
dv

   

),(ln xv   )(xev   (принимаем С=0).   (2.4.6) 

Подставим (2.4.6) в (2.4.4): 

).()( xQeu x       (2.4.7) 

 Соотношение (2.4.7) является дифференциальным уравнением с 

разделяющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя, 

находим функцию u: 

.)( Сxu   

В итоге общее решение имеет вид: 

).())(( xСxuvy    

Пример 6. Найти общее решение уравнения: 

.x
x
yy   

Решение. Сделав подстановку (2.4.3), получим: 

;x
x

uvuvvu   
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;x
x

uvuvvu 



   

.x
x
vvuvu 



      (2.4.8) 

Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное 

уравнение с разделяющимися переменными: 

;
x
vv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
v
dv

 

Получаем: xv lnln   или .xv   Функцию v=х подставляем в 

соотношение (2.4.8): 

.xхu   

Сокращаем на х, разделяем переменные и интегрируем: 

;1u  .Cxu   

Находим общее решение у:  

.)( xCxuvу   

Пример 7. Найти общее решение уравнения: 

.22
22 xexxyy   

Решение. Сделав подстановку (2.4.3), получим: 

,22
22 xexxuvuvvu   

  ,22
22 xexvxuuvvu   

  .22
22 xexvxvuvu      (2.4.9) 
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Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное 

уравнение с разделяющимися переменными: 

;2xvv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

.2  xdx
v
dv

 

Получаем:  
2ln xv   или .

2xev   

Функцию 
2xev  подставляем в соотношение (2.4.9): 

.2
22 2 xx exeu    

Сокращаем на 
2xe , разделяем переменные и интегрируем: 

,2 2xu   

,2 2dxxdu    

.
3
2 3 Cxu   

Находим общее решение у:  

.)
3
2(

23 xeCxuvy   

Пример 8. Найти общее решение уравнения: 

.cos xx
x
yy   

Решение. Сделав подстановку (2.4.3), получим: 

;cos xx
x

uvuvvu   
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;cos xx
x

uvuvvu 



   

.cos xx
x
vvuvu 



      (2.4.10) 

Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное 

уравнение с разделяющимися переменными: 

;
x
vv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
v
dv

 

Получаем:                          xv lnln   или .xv    

Функцию v=х подставляем в соотношение (2.4.10): 

.cos xxхu   

Сокращаем на х, разделяем переменные и интегрируем: 

;cos xu   

.cos dxxdu    

.sin Cxu   

Находим общее решение у:  

.)(sin xCxuvу   

 

2.4.2. Метод вариации произвольных постоянных  

(метод Лагранжа) 

Приравняем правую часть исходного уравнения (2.4.1) к нулю, 

т.е. составим соответствующее линейное однородное уравнение: 
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.0)(  уxPy      (2.4.11) 

Общее решение этого уравнения найдем путем разделения 

переменных: 

,)( yxP
dx
dy

  

,)( dxxP
y

dy
   

 .,Cxy        (2.4.12) 

Пусть постоянная С=С(х) – некоторая функция от х. Тогда общее 

решение (2.4.12) будет иметь вид: 

)).(,( xCxy        (2.4.13) 

Для нахождения функции С(х) нужно подставить (2.4.13) в исходное 

уравнение (2.4.1). 

 

Пример 9. Найти общее решение уравнения: 

.x
x
yy   

Решение. Приравняем правую часть уравнения к нулю: 

.0
x
yy  

Решим полученное уравнение с разделяющимися переменными: 

;
x
yy   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
y

dy
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Получаем:  

Cxy lnlnln   или .Cxy   

Пусть постоянная С=С(х) – некоторая функция от х. Тогда: 

.)( xxCy        (2.4.14) 

Найдем производную: 

).()()()())(( xCxxCxxCxxCxxCy   (2.4.15) 

Подставим (2.4.14) и (2.4.15) в исходное уравнение: 

,)()()( x
x

xxCxCxxC   

,1)(  xC     ,)( xdxdC    

.)( CxxC       (2.4.16) 

 Подставим (2.4.16) в общее решение (2.4.14): 

.)()( xCxxxCy   

2.5. Уравнение Бернулли 

Уравнение Бернулли – это дифференциальное уравнение первого 

порядка, имеющее вид: 

,)()( nуxQуxPy     (2.5.1) 

где n≠0, n≠1.  Для решения уравнения этого типа существует 

несколько способов: метод Бернулли, метод вариации произвольных 

постоянных (метод Лагранжа), метод приведения к линейному виду и 

др. 

Пример 10. Найти общее решение уравнения: 

.2y
x
yy   
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Решение. Первый способ решения методом Бернулли. Сделав 

подстановку (2.4.3), получим: 

;22vu
x

uvuvvu   

;22vu
x

uvuvvu 



   

.22vu
x
vvuvu 



      (2.5.2) 

Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное 

уравнение с разделяющимися переменными: 

;
x
vv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
v
dv

 

Получаем:  

xv lnln   или .1
x

v   

Функцию x
v 1
  подставляем в соотношение (2.5.2): 

.11
2

2

x
u

x
u   

Сокращаем на х, разделяем переменные и интегрируем: 

,12

x
u

dx
du

  

,2  
x

dx
u
du
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,lnlnln1 CxCx
u

         .
ln

1
Cx

u   

Находим общее решение у:  

.
ln

1
Cxx

uvу   

Второй способ решения методом Лагранжа. Приравняем правую часть 

уравнения к нулю: 

.0
x
yy  

Решим полученное уравнение с разделяющимися переменными: 

.
x
yy   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
y

dy
 

Получаем:  

Cxy lnlnln   или .
x
Cy   

Пусть постоянная С=С(х) – некоторая функция от х. Тогда: 

.)(
x
xCy        (2.5.3) 

Найдем производную: 

  .)()()()()()(
2

211

x
xC

x
xCxxCxxCxxC

x
xCy 











 

 (2.5.4) 

Подставим (2.5.3) и (2.5.4) в исходное уравнение: 
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,)(1)()()(
2

2

2 x
xC

xx
xC

x
xC

x
xC




 

,)()(
2

x
xCxC       ,)()( 2

x
xC

dx
xdC

  

,
)(2  

x
dx

xC
dC

 

,lnln
)(

1 Cx
xC

  

.
ln

1)(
Cx

xC       (2.5.5) 

 Подставим (2.5.5) в общее решение (2.5.3): 

.
ln

1)(
Cxxx

xCy   

2.5.1. Метод приведения к линейному виду 

Уравнение Бернулли (2.5.1) можно преобразовать к линейному 

виду (2.4.1). Для этого нужно сначала разделить обе части уравнения 

(2.5.1) на :ny  

),(1)(1 xQ
y

yxP
y

y nn   

).()( 1 xQуxPyy nn      (2.5.6) 

Сделаем подстановку: 

 ,1 zy n        (2.5.7) 

где z – некоторая функция от х. Найдем ее производную: 

yynyynyz nnn   )1()1()( 111  

и выразим 
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,
1 n

zyy n




 
     (2.5.8) 

Подставив (2.5.7) и (2.5.8) в соотношение (2.5.6), получим 

линейное неоднородное уравнение: 

)()(
1

xQzxP
n

z





 или   ).()1()()1( xQnzxPnz   

Полученное уравнение затем можно решить методом Бернулли 

или Лагранжа. 

Пример 11. Привести к линейному виду уравнение Бернулли и найти 

его общее решение: 

.2y
x
yy   

Решение. Разделим обе части уравнения на :2y  

,11
22 

xy
y

y
y  

.11 12   y
x

yy     (2.5.9) 

Сделаем подстановку: 

 ,1 zy        (2.5.10) 

найдем производную: 

.)( 21 yyyz        (2.5.11) 

Подставив (2.5.10) и (2.5.11) в соотношение (2.5.9), получим 

линейное неоднородное уравнение: 

.1
x
zz  
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Решим уравнение методом Бернулли. Сделаем подстановку: 

;; uvvuzuvz   

;1
x

uvuvvu  

.1



 

x
vvuvu     (2.5.12) 

Квадратную скобку приравняем к нулю и решим полученное 

уравнение с разделяющимися переменными: 

;
x
vv   

Разделяем переменные и интегрируем: 

. 
x

dx
v
dv

 

 Получаем: xv lnln   или .xv   Функцию v=х подставляем в 

соотношение (2.5.12): 

.1хu  

Разделяем переменные и интегрируем: 

 
x

dxdu
xdx

du ;1
 

.lnlnln CxCxu   

 Находим общее решение z:  

.ln Cxxuvz   

 Сделав обратную подстановку, находим искомое общее решение: 

.
ln

11
Cxxz

y   
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
1. Дайте определение дифференциального уравнения первого порядка.  
2. Дайте определения общего и частного решения дифференциального 

уравнения первого порядка. 
3. Как называется задача нахождения частного решения? 
4. Как можно найти частное решение из общего? 
5. Перечислите типы дифференциальных уравнений первого порядка.  
6. Каким методом решаются дифференциальные уравнения с разделенными и 

разделяющимися переменными? 
7. Каким методом решается однородное дифференциальное уравнение первого 

порядка? 
8. Каким методом решается линейное однородное дифференциальное 

уравнение первого порядка? 
9. Какими методами решается линейное неоднородное дифференциальное 

уравнение первого порядка? 
10. Какими методами решается уравнение Бернулли? 
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